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Recenzja osi ¾agni¾ecia naukowego i pozosta÷ego dorobku dr Agnieszki Wísniowskiej-Wajnryb

1. Wst¾ep i przegl ¾ad wyników Habilitantki, opublikowanych po doktoracie

G÷ówn ¾a cz¾éśc dorobku naukowego dr A.Wísniowskiej-Wajnryb umiejscowíc nale·zy w geome-
trycznej teorii funkcji, która wed÷ug klasycznej de�nicji M.Go÷uzina, bada rodziny funkcji zadane
przez jak ¾ás w÷asnóśc geometryczn ¾a. Ograniczaj ¾ac si¾e do rodziny S funkcji f : U 7! C; f(0) = 0;
f 0(0) = 1 analitycznych w kole jednostkowym U p÷aszczyzny zespolonej C; mo·zna przyj ¾ác, ·ze naj-
bardziej znanymi w tej teorii s ¾a rodziny CV ;ST ; funkcji f 2 S, wypuk÷ych i gwiázdzistych:
Habilitantka nale·zy do tych badaczy, którzy zajmowali si¾e g÷ównie uogólnieniami funkcji wy-

puk÷ych i gwiázdzistych. Kontynuowa÷a Ona przede wszystkim lini¾e A.W.Goodmanna, który za-
proponowa÷zast ¾apienie w÷asnósci "okr¾egi o środku w zerze zawarte w U s ¾a przekszta÷cane przez te
funkcje na krzywe zamkni¾ete wypuk÷e (gwiázdziste wzgl¾edem punktu f(0) = 0)" ogólniejsz ¾a w÷as-
nósci ¾a "zawarte w U ÷uki ko÷owe o środkach w punktach � 2 U s ¾a przekszta÷cane przez te funkcje
na ÷uki wypuk÷e (gwiázdziste wzgl¾edem punktów f(�))". Funkcje te Goodmann nazywa÷jednostaj-
nie wypuk÷ymi a rodziny tych funkcji oznacza÷przez UCV i odpowiednio: funkcjami jednostajnie
gwiázdzistymi, a ich rodziny oznacza÷przez UST . I tak w pracy [5]1 Kanas i Wísniowskiej-Wajnryb,
z roku 1999, wprowadzone zosta÷y klasy k-UCV ; k 2 [0;1]; funkcji k-jednostajnie wypuk÷ych, to jest
takich f 2 S, które ÷uki zawarte w U; okr¾egów o środkach �; j�j � k; przekszta÷caj ¾a na ÷uki wypuk÷e,
a pó́zniej w pracy [33]�[H3] Wísniowskiej-Wajnryb, z roku 2013, klasy k-UST ; k 2 [0; 1]; funkcji k-
jednostajnie gwiázdzistych, to jest takich f 2 S, które w.w. ÷uki przekszta÷caj ¾a na ÷uki gwiázdziste
wzgl¾edem punktów f(�):Widác, ·ze rozwa·zane przez Habilitantk¾e rodziny k-UCV realizuj ¾a "ci ¾ag÷e"
przej́scie od CV do UCV ; zás rodziny k-UST od ST do UST .
Z pracy [6] Kanas i Wísniowskiej-Wajnryb z roku 2000 pochodzi de�nicja trzeciej grupy funkcji

rozwa·zanych w rozprawie. S ¾a to rodziny k-ST ; k 2 [0;1]; realizuj ¾ace namiastk¾e twierdzenia typu
Alexandera, to jest relacji f 2 CV ()zf 0(z) 2 ST (relacja f 2 UCV ()zf 0(z) 2 UST nie
zachodzi, co pokaza÷Goodman). Rodziny k-ST ; k 2 [0;1]; zde�niowane s ¾a w pracy [6] nast¾epuj ¾aco:

k-ST = ff 2 S : f 2 k-UCV ()zf 0(z) 2 k-ST g :

Wa·zniejsze w÷asnósci rodzin k-UCV ; k-UST ; k-ST oraz innych rodzin rozwa·zanych w pracach
Habilitantki, opublikowanych po doktoracie, mo·zna podzielíc na grupy.
1.1. Charakteryzacje rodzin k-UCV ; k-UST ; k-ST i innych rodzin rozwa·zanych w autorefracie.
� C2- i C-analityczne charakteryzacje rodzin k-UCV: Niech f 2 S; k 2 [0;1]: Wówczas [5]

f 2 k-UCV ()Re

�
1 +

(z � �)f 00(z)
f 0(z)

�
� 0; z 2 U; j�j � k;

f 2 k-UCV ()Re

�
1 +

zf 00(z)

f 0(z)

�
> k

����zf 00(z)f 0(z)

���� ; z 2 U:
1W cytowaniu [x] liczba x patrz "References", a raczej "Bibliogra�a", w cytowaniu [x�] liczba x patrz "Lista

publikacji nie wchodz ¾acych w sk÷ad osi ¾agni¾ecia naukowego", w cytowaniu [x��] liczba x patrz "Wykaz opublikowanych
artyku÷ów w czasopismach naukowych. Cz¾éśc b) Prace opublikowane po doktoracie".
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� C2-analityczna charakteryzacja rodzin k-UST : Niech f 2 S; k 2 [0; 1]: Wówczas [33]�[H3]

f 2 k-UST ()Re

�
f(z)� f(�)
(z � �)f 0(z)

�
> 0; z 2 U; j�j � k:

� C2- i C-analityczne charakteryzacje rodzin k-ST : Niech f 2 S; k 2 [0;1]: Wówczas

f 2 k-ST ()Re

�
�

z
+
(z � �)f 0(z)

f(z)

�
� 0; z 2 U; j�j � k; :::; [8] � [H6];

f 2 k-ST ()Re

�
zf 0(z)

f(z)

�
> k

����zf 0(z)f(z)
� 1
���� ; z 2 U; :::; [6]:

Brak szczegó÷ów uzasadnienia wniosku z powy·zszej C2-analitycznej charakteryzacji rodzin k-ST .
� C2-analityczna charakteryzacja rodzin S�(�) =

n
f 2 S :

���Arg zf 0(z)f(z)

��� < ��2 ; z 2 Uo ; � 2 (0; 1]
funkcji �-k ¾atowo gwiázdzistych (def.- Stankiewicz, Brannan i Kirwan). Dla f 2 S; k 2 (0; 1]; mamy

f 2 S�(�)()Re

�
(z � �)f 0(z)

f(z)

�
� 0; z 2 U; j�j � jzj cos(��

2
); [13�]:

�Geometryczna charakteryzacja rodzin k-ST ;Kanas, Wísniowska-Wainryb [5]. Dla k 2 [0;1) :

f 2 k-ST ()zf
0(z)

f(z)
2 Gk; z 2 U;

gdzie Gk s ¾a obszarami z jedynk ¾a, których brzegiem s ¾a krzywe sto·zkowe�
u+ iv 2 C : u2 � k2(u� 1) + k2v2

	
;

to jest: prosta dla k = 0; prawa ga÷¾áz hiperboli dla k 2 (0; 1); parabola dla k = 1 oraz elipsa dla
k 2 (1;1): Dodajmy, ·ze w pracy [5] funkcje jednolistne pk; pk(0) = 1; przekszta÷caj ¾ace U na Gk;
podane s ¾a wzorami jawnymi dla k 2 (0; 1); zás dla k 2 (1;1) za pomoc ¾a pewnej ca÷ki eliptycznej
(wzór jawny dla p1 poda÷wczésniej Rønning; przypadek p0 jest oczywisty).
� Charakteryzacja rodzin k-UST poprzez splot Hadamarda � funkcji analitycznych. Dla funkcji

f 2 S oraz liczb k 2 [0; 1] mamy [33]�[H3]:

f 2 k-UST ()Re

(�
f(z) � z

(1� �z)(1� kz)

��
f(z) � z

(1� �z)2

��1)
� 0; z 2 U; � 2 U:

� Dualna charakteryzacja rodzin k-UST (zob. [34]�[H4]). Rodzina k-UST ; k 2 [0; 1]; jest
identyczna z dualem 
�k zbioru


k =

�
f 2 S : f(z) = z

2

�
"+ 1

(1� z)2 �
"� 1

(1� z)(1� !z)

�
; j"j = 1; j!j = k

�
;

gdzie dual zbioru V � S; to zbiór V � =
n
g 2 S : 8f2V (f�g)(z)z

6= 0; z 2 U
o
:

1.2. Przyk÷ady funkcji z rodzin rozwa·zanych przez Habilitantk¾e.
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� f(z) =
z

1� cz 2 k-UST ; k 2 [0; 1]()jcj �
1p
1 + k2

; :::; [33] � [H3].

� f(z) = z + cz2 2 k-UST ; k 2 (0; 1]()jcj � 1

2

r
3

3 + k2
; :::; [33] � [H3].

� f(z) =
z

(1� cz)2 2 k-ST ; k 2 [0; 1]()jcj �
1

1 + 2k
; :::; [6].

�f(z) = z + cnzn; z 2 U; jcnj � [n(k + 1)� k]�1 () f 2 k-ST ; k 2 [0; 1]; :::; [6].

�f(z) = z + cnzn; z 2 U; jcnj �
1

n

s
n+ 1

n+ 1 + (n� 1)k2 =) f 2 k-UST ; k 2 [0; 1]; :::; [33] � [H3].

�f(z) = �z � 2
c
Log(1� cz); z 2 U; c 2 (0;

p
2� 1] =) f 2 UST ; :::; [37] � [H7].

1.3. Optymalne oszacowania pewnych funkcjona÷ów w klasach rozwa·zanych przez Habilitantk¾e,

� 8k2[0;1);z2U

"
f 2 k-ST =) Re

r
f(z)

z
>
p
�fk(�1)

#
; :::; [32] � [H1].

� 8k2[0;1);z2U
h
f 2 k-UCV =) Re

p
f 0(z) >

p
�fk(�1)

i
; :::; [32] � [H1].

� 9
k02[ 12 ;

p
2
2
)
8k2[k0;1);jzj=r2(0;1)

�
f 2 k-ST =) Re

f(z)

z
>
fk(�r)
�r

�
; :::; [28] � [H2],

gdzie zf 0k(z)

fk(z)
= pk(z); z 2 U:

� 8k2[0;1);jzj=r2(0;1)[f 2 k-UCV =) f 0k(�r) � jf 0(z)j � f 0k(r)]; :::; [5]:

� 8k2[0;1);jzj=r2(0;1)[f 2 k-UCV =) �fk(�r) � jf(z)j � fk(r)]; :::; [5].

gdzie 1 + zf 00k (z)

f 0k(z)
= pk(z); z 2 U:

1.4. Optymalne inkluzje mi¾edzy rozwa·zanymi rodzinami funkcji.

� k 2 [0; 1) [ (1;1] =) k-UCV � ST (�); � = 1� k
1 + k

h
2

2
k+1

�
1� 2

k�1
k+1

�i�1
; :::; [35] � [H5]:

� CV(�) � CV(3
4
) � UST ; � 2

�
3

4
; 1

�
; :::; [37] � [H7].

� k-ST � ST (�); � = k

k + 1
; :::; [6],

gdzie

ST (�) =
�
f 2 S : Re zf

0(z)

f(z)
> �; z 2 U

�
; CV(�) =

�
f 2 S : Re

�
1 +

zf 00(z)

f 0(z)

�
> �; z 2 U

�
; � 2 [0; 1):
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� k-ST � S�(�); � =
�

2
�
arctan( 1

k
); k > 0

1; k = 0
; :::; [6].

� v 9�>0k-ST � ST (�); :::; [34] � [H4].

� sup f� 2 [0; 1) : k-UCV � ST (�)g � 6

3 + 4
p
2
; :::; [35] � [H5].

1.5. Nakrycia rozga÷¾ezione.
Tematyka ta jest realizowana we wspó÷pracy z B. Wainrybem w zwi ¾azku z grantem MNiSW.

Badania w tym zakresie obejmuj ¾a w÷asnósci nakrýc rozga÷¾ezionych f : X �! D; powierzchni X;
z brzegiem, na ko÷o D. Uzyskane wyniki z prac [15�], [16�], [17�] dotycz ¾a znalezienia generatorów
grupy H pewnych automor�zmów nakrycia prostego. W szczególnósci, w pracy [15�]; znaleziono
generatory takiej grupy automor�zmów dla prostych nakrýc stopnia 4 ko÷a D (to jest maj ¾acych
1 czterokrotny punkt rozga÷¾ezienia lub dwa dwukrotne punkty rozga÷¾ezienia), w pracy [16�]; dla
nakrýc prostych dowolnego stopnia, a w [17]� dla nakrýc niestandardowych.
1.6. Pewne zagadnienie izoperymetryczne
Tematyka ta wyst¾epuje tylko w pracy [19�] i jest roz÷¾aczna z tematyk ¾a funkcji analitycznych.

Math.Sci.Net. klasy�kuje j ¾a do geometrii dyskretnej. Wynik uzyskany w pracy [19�] przez habili-
tantk¾e mo·zna zaliczýc do nierównósci izoperymetrycznych. Ścíslej mówi ¾ac, dotyczy on twierdzenia
Loomis�a-Whitney�a mówi ¾acego, ·ze w n-wymiarowej przestrzeni Euklidesowej (n � 1)-pot¾ega n-
wymiarowej miary zbioru otwartego jest nie wi¾eksza ni·z iloczyn (n� 1)-wymiarowych miar rzutów
tego zbioru na wszystkie (n � 1)-wymiarowe hiperp÷aszczyzny uk÷adu wspó÷rz¾ednych. Loomis i
Whitney podali te·z kombinatoryczn ¾a wersj¾e tego twierdzenia. W dowodzie pos÷u·zyli si¾e indukcj ¾a
matematyczn ¾a i nierównósci ¾a H½oldera. Habilitantka poda÷a ogólniejsz ¾a wersj¾e kombinatoryczn ¾a.
Swój dowód indukcyjny opar÷a na w÷asnósciach wielomianów symetrycznych oraz na nierównósci
mi¾edzy średni ¾a arytmetyczn ¾a i geometryczn ¾a.

2. Ocena dorobku Habilitantki po doktoracie i podsumowanie

Dorobek naukowy sk÷ada si¾e z 27 publikacji, w tym 17 po doktoracie, z czego 7 wchodzi w
sk÷ad osi ¾agni¾ecia naukowego (do osi ¾agni¾ecia naukowego mo·zna by÷o do÷¾aczýc jeszcze prace [5] i [6]).
Cz¾éśc prac opatrzona jest w Math.Sci.Net. recenzjami znanych specjalistów z geometrycznej teorii
funkcji. Poni·zej podaj¾e list¾e recenzentów z ilósci ¾a ich publikacji oraz cytowań: P.Bandieri 30/76,
A.Grinsphan 51/242, J.A.Hummel 33/109, T.Kaberda 49/406, D.Minda 136/1233, M.Eudave-
Muñoz 47/338, R.Parvatham 64/134, F.Rønning 30/372, G.Schmeider 44/44, S.L.Shukla 43/29.
Prace wchodz ¾ace w sk÷ad osi ¾agni¾ecia naukowego opublikowane s ¾a w czasopismach z listy MNiSW

i posiadaj ¾a ni·zej podan ¾a aktualn ¾a punktacj¾e oraz impact factor: [H1] - 100/1.458, [H2] - 140/2.423,
[H3] - 70/0.477, [H4] - 100/0.772, [H5] - 20/0.39, [H6] - 100/0.637, [H7] - 70/1.2.
Struktura rezultatów dr A.Wísniowskiej-Wajnryb prezentowanych w osi ¾agni¾eciu naukowym oraz

pozosta÷ych pracach opublikowanych po doktoracie zgodna jest, w du·zym stopniu, ze struktur ¾a
prac klasy�kowanych w dziale 30C45 Math.Sci.Net., która zmienia si¾e po udowodnieniu przez L.de
Brangesa w 1985 roku s÷ynnej hipotezy L.Bieberbacha.
Temayka jest aktualna, o czym świadcz ¾a ukazuj ¾ace si¾e po 1985 roku monogra�e z geometrycznej

teorii funkcji (T.Bulboaca 2005, P.L.Duren 2012, I.Graham, G.Kohr 2003, S.Krantz 2006 oraz
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R.Kühanu 2005), odbywaj ¾ace si¾e cyklicznie du·ze konferencje mi¾edzynarodowe w Europie, Azji i
Ameryce oraz publikowana du·za ilóśc artyku÷ów z dzia÷u 30C45.
Dorobek Habilitantki podzielony jest w Math.Sci.Net. na 3 dzia÷y: funkcje zmiennej zespolonej

(23 prace cytowane 282 razy), rozmaitósci zespolone (3 prace cytowane 3 razy), geometria dyskretna
(1 praca). Sta÷o si¾e to g÷ównie za przyczyn ¾a trzech prac wspó÷autorskich z B.Wainrybem, wyko-
nanych w ramach 30-miesi¾ecznego projektu badawczego w÷asnego NN201407533, �nansowanego
przez MNiSW w latach 2007-2010.
Przegl ¾adu wyników opublikowanych przez Habilitantk¾e po doktoracie dokona÷em w pierwszej

cz¾ésci recenzji. Wszystkie prace z osi ¾agni¾ecia naukowego nale·z ¾a do dzia÷u 30C45, a ich uzupe÷nie-
nie pracami [5] i [6] tworzy spójn ¾a ca÷óśc obejmuj ¾ac ¾a trzy, podobnie skonstruowane, uogólnienia
jednolistnych funkcji wypuk÷ych oraz gwiázdzistych. W mojej ocenie, na uwag¾e zas÷uguje pomys÷,
aby dla tak powsta÷ych rodzin funkcji k-UCV ; k-UST ; k-ST ; podác podobne C- i C2-analityczne
charakteryzacje. Dodajmy, ·ze dla rodzin k-ST uda÷o si¾e dodatkowo podác eleganck ¾a charakteryza-
cj¾e geometryczn ¾a za pomoc ¾a krzywych sto·zkowych, zás dla rodzin k-UST dwie charakteryzacje
w j¾ezyku splotu Hadamarda funkcji analitycznych. Wykorzystuj ¾ac te charakteryzacje, oraz inne
metody, Habilitantka rozwi ¾aza÷a, w pracach z osi ¾agni¾ecia naukowego oraz pracach [5], [6], sze-
reg problemów ekstremalnych w rozwa·zanych rodzinach. W ramach tych rozwa·zań, z sukcesem,
poszukiwa÷a funkcji ekstremalnych dla badanych problemów.
Rezultaty z prac [15�], [16�], [17�], klasy�kowane przez Math.Sci.Net. do dzia÷u 57M12, zawieraj ¾a

interesuj ¾ace wyniki zwi ¾azane z nakryciami rozga÷¾ezionymi i pokazuj ¾a, ·ze Habilitantka potra� swoje
badania prowadzíc poza geometryczn ¾a teori ¾a funkcji.
Aktywnóśc naukow ¾a Habilitantka prowadzi÷a te·z w innych uczelniach i instytucjach naukowych.

Wymieníc tu mo·zna udzia÷i wspó÷autorstwo wyk÷adu w trakcie 2-tygodniowego sta·zu naukowego w
minisemestrze Analizy Zespolonej, zorganizowanego w 1992 roku przez Mi¾edzynarodowe Centrum
Banacha, oraz wspó÷prac¾e w 2019 roku z J.Soko÷em z Uniwersytetu Rzeszowskiego, zakończon ¾a
wspóln ¾a publikacj ¾a [14�]. Szkoda, ·ze przy omawianiu dorobku po doktoracie Habilitantka pomin¾e÷a
rezultaty z pracy [14�]; za to omówione s ¾a rezultaty z pracy [7��], opublikowanej przed doktoratem.
O aktywnósci naukowej Habilitantki záswiadcza te·z recenzowanie artyku÷ów naukowych zg÷o-

szonych do ósmiu czasopism (Fasciculi Math., J. Anal., J. Appl. Anal., J. Inequal. Appl., J. Math.
Appl., Mathematica. Slovaca, Mathematische Nachrichten, RACSAM), a tak·ze dla Zentralblatt
Math. 77 prac, dla Zentralblatt Prague dwóch i dla Math. Reviews jednej.
Dorobek naukowy habilitantki obejmuje te·z czynny udzia÷w ponad 30 konferencjach naukowych,

w tym w 15 mi¾edzynarodowych. Za aktywnóśc naukow ¾a Habilitantka otrzyma÷a Nagrody Rektora
Politechniki Rzeszowskiej, 4-krotnie indywidualn ¾a i 3-krotnie zespo÷ow ¾a.
Habilitantka wykazywa÷a te·z du·z ¾a aktywnóśc w zakresie dydaktyki. By÷a promotorem 41 oraz

recenzentem 37 prac licencjackich i magisterskich na Wydziale Matematyki i Fizyki Stosowanej
Politechniki Rzeszowskiej.
Na podstawie analizy przed÷o·zonej dokumentacji stwierdzam, ·ze osi ¾agni¾ecie naukowe i

pozosta÷y dorobek naukowy Habilitantki, stanowi ¾a znaczny wk÷ad w rozwój dyscypliny
Matematyka. Tym samym Jej osi ¾agni¾ecie naukowe oraz pozosta÷y dorobek naukowy
spe÷niaj ¾a wymagania okréslone w art. 219, ust. 1. ustawy z dnia 2 lipca 2018 roku
Prawo o szkolnictwie wy·zszym i nauce. Podsumowuj ¾ac, wnosz¾e o dopuszczenie pani
doktor Agnieszki Wísniowskiej-Wajnryb do dalszych etapów post¾epowania o nadanie
Jej stopnia naukowego doktora habilitowanego w dyscyplinie Matematyka.

Piotr Liczberski
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