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Wiadomosci wstepne

Na poczatku przytocze kilka informacji i zdefiniuje¢ kilka poje¢, ktore przydatne okaza

si¢ dalszej czesci.
DZIALANIA

DEFINICIA 2.1. Iloczynem kartezjanskim zbiorow A 1 B nazywamy

uporzadkowanych par elementéw nalezacych do tych zbioréw czyli zbior postaci
AxB={(a,b); acA, beB}.
Definicje ta3 mozna uog6lni¢ na wigksza ilo$¢ zbiorow w sposob nastepujacy:

DEFINICIJA 2.2. Iloczynem kartezjanskim zbiorow A, B 1 C nazywamy

uporzadkowanych trojek elementow nalezacych do tych zbiorow czyli zbidr postaci:
AxBxC={(a,b,c);, acA, beB, ceC}.

DEFINICIJA 2.3. Iloczynem kartezjanskim zbiorow AiA,,...,Ay, nazywamy
elementdéw nalezacych do tych zbioréw uporzadkowanych w ciagi skofczone czyli

postaci:
A xArx. . . xA={(ar,as,...,an); 1€ Ay, Ay Ay,..., anc Ay }
Dla czytelnosci zapisu zostang dalej przyjete nastepujace oznaczenia:
A*=AxA

A= Ax Ax...x A).

n-razy

zbior

zbior

zbior

zbior



DEFINICJA.2.4 Odwzorowanie iloczynu kartezjanskiego ( A x A, x...x A, ), niepustych

n—razy
zbiorow A # ¢ ; i=1,2,...,n w niepusty zbiér A nazywamy dziataniem n-argumentowym
0 wartosciach w zbiorze A.

Elementy zbiorow A ; i=1,2,...,n nazywamy argumentami dzialania.

Elementy zbioru A nazywamy wynikiem dzialania.

Jezeli przynajmniej jeden ze zbioréw A, # A to dzialanie nazywamy dzialaniem

zewnetrznym.

DEFINICJA.2.5 Dziataniem wewnetrznym dwuargumentowym okreSlonym w zbiorze

A = ¢ nazywamy kazde odwzorowanie zbioru Ax A w zbiér A.

DEFINICJA.2.6 Dzialtaniem wewnetrznym n-argumentowym okreslonym w zbiorze

A = ¢ nazywamy kazde odwzorowanie zbioru Ax Ax...x A w zbior A.
(NS —)

n-razy
DEFINICJA.2.7 Dziatanie * nazywamy dzialaniem tgcznym jezeli:

v (a*b)*c=a*(b*c).

a,b,ceA

DEFINICJA.2.8 Dziatanie * nazywamy dzialaniem przemiennym jezeli:

v (a*b)=(b*a).

a,beA

DEFINICJA.2.9 Element e < A nazywamy elementem neutralnym dziatania * jezeli:

VY a*e=e*a=a.

acA
DEFINICJA.2.10 Mowimy, ze element a< A ma inwers (czasami inwers bywa nazywany:
elementem odwrotnym, elementem przeciwnym) wzgledem, dziatania * jezeli:

J a*al=a'*a=e.

ateA



DEFINICJA.2.11 Pare (G,-) nazywamy grupg, jesli zbior G = ¢ 1 dziatanie - : GXG — G

jest dziataniem:

1. wewnetrznym,

2. tacznym,

3. ma element neutralny e.
4

. kazdy element zbioru G posiada element odwrotny wzgledem dziatania -.

DEFINICJA.2.12 Grupe (G,-) nazywamy grupq abelowq (przemienng), jesli dziatanie -

jest przemienne.

DEFINICJA.2.13 Uktad (P,+-) nazywamy pierscieniem, jesli P=¢ , dzialania

+,-: PXP — P sg dzialaniami wewn¢trznymi w P takimi, ze:

1. para (P,+) jest grupg przemienna,
2. dziatanie - jest taczne,

3. dziatanie - jest rozdzielne wzgledem + , tzn. dla wszystkich a,b,c € P zachodzi
a-(b+c)=a-b+a-c A (a+b)-c=a-c+b-c

DEFINICJA.2.14 Pierscien (P,+) nazywamy przemiennym, jesli dziatanie - jest
przemienne.
Mowimy, ze pierscien (P,+,~) posiada jedynke, jesli dzialanie - posiada element neutralny

(ozn.1).

Uwaga. Pierscien ({0},+,-) nazywamy trywialnym. Jesli pierscien nietrywialny posiada jedynke
to1+0.

DEFINICJA.2.15 Element a =0 pierscienia (P,+,) nazywamy dzielnikiem zera, jesli

istnieje taki element b0 w P,ze a-b=b-a=0.

DEFINICJA.2.16 Uktad (P,+,-) nazywamy cialem, jesli P jest pierScieniem przemiennym

z jedynka w ktorym kazdy element O # a € P posiada inwers wzgledem dziatania -.

TWIERDZENIE. Kazde ciato jest piercieniem catkowitym.



RELACJE

DEFINICJA.3.1 Relacjqg n-argumentowg nazywamy dowolny podzbior iloczynu

kartezjanskiego n zbiorow.

DEFINICJA.3.2 Relacje R € X X X nazywamy zwrotng jezeli VX XRX.

DEFINICJA.3.3 Relacje R € X X X nazywamy przeciwzwrotng jezeli ¥V ~ (XRX).

xeX

DEFINICJA.3.4 Relacje R € X X X nazywamy symetryczng jezeli VX (XRy = yRXx) .
X,ye

DEFINICJA.3.5 Relacie R cXXxX nazywamy antysymetrycing jezeli
VX[(nym YRX) = x =Y].
X,ye

DEFINICJA.3.6 Relacic R c XXX nazywamy  przeciwsymetryczng  jezeli
vx[ny =~ (YRX)].
X,ye

DEFINICJA.3.7 Relacje RcXxX nazywamy przechodniq jezeli
vV [(xRy nyRz) = xRz].

X,Y,z2eX

DEFINICJA.3.8 Relacje R € X X X nazywamy rdwnowaznosciowg jezeli jest zwrotna,

symetryczna i przechodnia.

DEFINICJA.3.9 Relacje R c X x X nazywamy relacjq porzqdku \ub relacjq silnego

porzgdku jezeli jest zwrotna i przechodnia.

DEFINICJA.3.10 Relacje R € X X X nazywamy relacjq czesciowego (stabego) porzqgdku

jezeli jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia.

DEFINICJA.3.11 Niech R € X X X bedzie relacja rownowaznosci. Klasq abstrakcji (
takze klasq rownowaznosci, lub warstwg) elementu x wzgledem relacji R nazywamy zbior

postaci: [x]g = {y € X; yRx}.


https://pl.wikipedia.org/wiki/Iloczyn_kartezja%C5%84ski
https://pl.wikipedia.org/wiki/Iloczyn_kartezja%C5%84ski
https://pl.wikipedia.org/wiki/Zbi%C3%B3r

PRZESTRZENIE LINIOWE

DEFINICJA.4.1 Niech K bedzie dowolnym ciatem, X dowolnym niepustym zbiorem,

w ktorym okreslono wewnetrzne dziatanie + dodawania elementow +: X x X — X oraz

zewngetrzne dzialanie mnozenia przez elementy z ciala K -:Kx X — X . Zaléozmy, zZe

dziatania te spetniajg nastepujace warunki:

1.
2.

Dodawanie elementéw zbioru X jest dziataniem lgcznym.

Dodawanie elementow zbioru X jest dzialaniem przemiennym.

Istnieje element Oe X , nazywany wektorem zerowym, bedacy elementem
neutralnym dodawania.

Kazdy element X € X posiada swoj inwers (element przeciwny do x).

Dla dowolnych x,y e X, 1K zachodzi warunek: A(x+y)=Ax+ Ay ( mnozenie
przez skalar jest rozdzielne wzgledem dodawania wektoréw).

Dla dowolnych xe X , A, u € K zachodzi warunek: (1 + u)x = AX+ X ( mnozenie
przez wektor jest rozdzielne wzgledem dodawania skalaréw).

Dla dowolnych x e X, 4, u € K zachodzi warunek: A(zx) = (1) .( mnozenie przez
skalar jest zgodne z mnozeniem skalarow).

Mnozenie przez skalar ma element neutralny: tj. dla dowolnego x e X , zachodzi

warunek: 1x = x, gdzie 1 jest elementem neutralnym mnozenia w ciele K.

Uktad ( X , K ,+,-) z dziataniami spelniajacymi powyzsze warunki nazywamy przestrzeniq

liniowq (wektorowg).

DEFINICJA.4.2 Przestrzen wektorowa nazywamy przestrzeniq liniowg (wektorowg)

rzeczywistg gdy K = R lub przestrzeniq liniowg (wektorowq) zespolong gdy K =C .

DEFINICJA 4.3 Elementy przestrzeni wektorowej X nazywamy wektorami, element ciata

K skalarami.

DEFINICJA.4.4 Niech X bedzie przestrzenig liniowg nad cialem K, Xj, Xa,..., Xke X ,

0y, dp,..., axe K . Wektor postaci

Oy X1 H0Xot. . . FoyXi

nazywamy kombinacjq liniowg wektorow xi, Xo,...,Xk 0 wspotczynnikach ay, ao,..., ok.


https://pl.wikipedia.org/wiki/Element_neutralny

DEFINICJA.4.4 Niech X bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem K , uklad wektorow

{X1.X2,....xk} € X nazywamy ukitadem liniowo niezaleznym jezeli dla dowolnych

o1, Oo,..., axe K zachodzi warunek:

O X1 H0Xo. . . FoyXk =0 & o =0L=.. .=0Lk=0.

DEFINICJA.4.5 Niech X bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem K, uklad wektorow

{X1,X2,....xx} € X nazywamy liniowo zaleinym jezeli nie jest ukladem liniowo

niezaleznym.

DEFINICJA.4.6 Niech Uktad ( X , K ,+,) bedzie przestrzenig liniowa nad ciatem liczb

zespolonych lub rzeczywistych. Odwzorowanie (,):X X X — K nazywamy iloczynem

skalarnym jezeli spetnia nastepujgce warunki:

3.
4.

Dla dowolnych x, yeX; (x,y) = (y, x) (sprzezona symetria).

Dla dowolnych x,y,zeX,; (x+y,z) = (x,z) + (y,z) (rozdzielno$¢ wzgledem
dodawania).

Dla dowolnych A € K, x,yeX ; (Ax,y) = A(x,y) (lewostronna jednorodnos¢).

Dla dowolnego xeX, x # 0 (x,x) > 0 (dodatnia okreslonos¢).

Uwaga. W rzeczywistej przestrzeni wektorowej k — wymiarowej R¥ zwyczajowo iloczyn

skalarny okresla si¢ symbolem o 1 definiuje w sposob nastepujacy

k
X0y =Y XY, =X Y1+ X Yo+t X Y
i=1

gdzie X = (X%, ), Y= (Yo Vi)



MACIERZE

DEFINICJA.5.1 Niech m, n >1 bedg liczbami naturalnymi, oznaczmy: | ={1,...,.m}, J
={1,...,n}. Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem za§ A:lxJ — X dowolng
funkcja  przyporzadkowujaca parom (i, j)elxJ elementy zbioru X (4.

A: (i, j) > a; € X). Macierzg 0 wymiarach m x n nazywamy zbior wartosci funkcji A

uporzadkowany w prostokatne;j tablicy:

a; 4, - 9

a a oo a . def o
AX)=| 2 2 T gdzie a; = A(i, J).

am1 am2 amn

Elementy a;;;i € 1,j €] nazywamy wyrazami macierzy, rzedy pionowe tej tablicy

nazywamy kolumnami macierzy za$ rzedy poziome Wierszami macierzy.

Macierze bgdziemy oznaczaé¢ duzymi literami A, B, itd. lub jezeli bedzie to w jaki§ sposob
bardziej uzyteczne, przez wyrazne okreslenie wyrazow tych macierzy tj.: (a;;).

Jezeli bedzie wazny wymiar macierzy zapiszemy to w nastgpujgcy sposob: A, (@;j)mxn-
Jezeli bedziemy chcieli zaznaczy¢ z jakiego zbioru pochodza wyrazy macierzy zrobimy to
nastgpujaco: A X).

mxn(

Symbolem M, (X) bedziemy oznacza¢ zbidr wszystkich macierzy o wymiarach m x n

mxn

I wyrazach ze zbioru X .

8y &, Ay

. _ : |8 8p 8y,

DEFINICJA.5.2 Niech A=(a;)eM . (K) tj. A= : o :
aml a‘m2 amn

alj
Macierz K; = | %ij | € My, nazywamy j-tq kolumng macierzy A.
amj

Macierz W; = [ay, ..., Qij, -, Qin| € Myxy,, NAZywamy i-tym wierszem macierzy A.



Uwaga.. Kazdy wiersz macierzy o wymiarach mxn jest ciggiem n — elementowym, kazda
kolumna macierzy o wymiarach mxn jest ciggiem m — elementowym. W; € K" ( wiersze to
wektory przestrzeni liniowej K"), K; € K™ ( kolumny to wektory przestrzeni liniowej K ™).

Stad mozna zapisac:

n ]/|/1
a, a, - a
e R E Wz = [Ky, Ky, o, K.
a a a Wm

DZIALANIA NA MACIERZACH
Niech K oznacza ciato liczb rzeczywistych lub zespolonych.
DEFINICJA.5.3 Niech A = (a;;), B = (b;j) € Myxn(K)
Moéwimy, ze macierze A i B sq réwne jezeli a;j = b;; dla wszystkich iel, je/.
DEFINICJA.5.4 Niech A = (a;;), B = (b;j) € My (K) Macierz postaci:
A+ B = (a;j4bij) € Myyn(K)
nazywamy sumgq macierzy AiB.

Uwaga. Dziatanie dodawania macierzy +: M, (K) X Mypun(K) = My (KK)  jest
dziataniem wewngtrznym W zbiorze M,,«,(KK) tj. mozna do siebie dodawac tylko macierze
0 tym samym wymiarze. Jest to dziatanie taczne i przemienne. Elementem neutralnym tego
dziatania jest macierz zerowa (kazdy wyraz tej macierzy jest rowny zeru). Kazda macierz

posiada réwniez swoj inwers wzgledem tego dziatania: macierz przeciwng.

DEFINICJA55 Niech A = (a;;) € Mpxn(K) Macierz —A = (—a;j) € Myyn(K)

nazywamy macierzq przeciwng do A.

DEFINICJA.5.6 Macierz, ktorej kazdy wyraz jest rOwny zeru nazywamy macierzq zerowgq.

(0)mxn = (Vij) € Mpyn(K); v V Vi = 0.

ie{l,...m} jefl...n}



DEFINICJA.5.7 Niech A = (a;;) € Mpxn(KK); 21 € K Macierz 14 € My, (K), gdzie:
def
A-A=(Aa;)

nazywamy iloczynem macierzy A przez skalar A.

Uwaga. Dzialanie mnozenia macierzy przez skalar -: K X M, (K) = M« (K) to dziatanie

zewngtrzne na zbiorze M, ., (KK).
Uwaga. Zachodzi rownos¢: — A=(-1)- A

DEFINICJIA5.8 Niech A, B € Mpyn(K). Macierz A-B € My, (K), gdzie

def

A—B = A+ (—B) nazywamy réznicqg macierzy AiB .
DEFINICJA5.9 Niech A= (a;;) € Mpx(K), B =(b;;) € Myxn(K). Macierz
Ao B € Myyn(K), gdzie:

def def r
AoB=(c,), przyczym c,, => a, by, pe{l...,m} qefl, .., n}

s=1

nazywamy iloczynem (skladaniem) macierzy AiB .
r
Cog =2 80 <Dy =aby, +a,0,, +..+a,b,.
=1
Uwaga. Drziatanie sktadania macierzy o: My, (K) X My, (K) = M, (KK) na ogot jest

dzialaniem zewngtrznym. Na ogoét nie jest tez dziataniem przemiennym.

Uwaga. Mozna ze sobg ztozy¢ tylko macierze z ktorych pierwsza ma tyle samo kolumn co druga

wierszy.

DEFINICJA.5.10 Niech A = (a;;) € Mpyxn(K) MacierzA™ = (b;;) € Mpxm(KK), gdzie

b, =a,, nazywamy macierzq transponowang macierzy A.

Przyklad
23 2 31
A: i 2 € M3><2(R) AT :|:3 0 ]:|e M2><3(R)'

10



MACIERZ KWADRATOWA

DEFINICJA.6.1 .Macierz A € M,,,«,(K) nazywamy macierzg kwadratowgq, jesli m=n.
Liczbe n nazywamy stopniem macierzy kwadratowej.
Zbiory macierzy kwadratowych bedziemy oznacza¢ symbolem: Mn( K ) = Mo (K). Tj.
M, ( K) oznacza zbior wszystkich macierzy kwadratowych stopnia n o wyrazach z ciata K.

DEFINICJA.6.2 Niech A=(a;)eM (K),neN. Cigg (ay, ay,...,a,) nazywamy

przekqgtng glowng macierzy kwadratowej A.

DEFINICJA.6.3 Niech 4 = (a;;) € M,(K),n € N. Ciag (ay,, 8,4,.-,8,,) Nazywamy

przekqtng macierzy kwadratowej A .

DEFINICJA.6.4 Niech 4 = (a;;) € M,(K),neN. Macierz A nazywamy macierzq

trojkqtng gorng, jesli spetiony jest nastgpujacy warunek: Y (i >j = a; = 0).
i,jefl,..n}

DEFINICJA.6.5 Niech A = (a;;) € M,(K),n€N. Macierz A nazywamy macierzq

trojkgtng dolng, jezeli  / (i <j = a;=0).

i,jefl,...n}

DEFINICJA.6.6 Niech 4 = (a;;) € M,(K),n € N .Macierz A nazywamy macierzq

diagonalna (przekgtniowg), jezeli Y (i #j = a; = 0).

ijefl,...n}

DEFINICJA.6.7. Macierz kwadratowg stopnia n nazywamy macierzq jednostkowgq jezeli

wszystkie wyrazy gtdéwnej przekatnej tej macierzy s rowne 1, a wszystkie pozostate 0.

def (1 =i
I, = (6;;) € My(K),n € N, gdzie 5, ={o :¢j i,je{l,...n}.

DEFINICJA.6.8 Macierz A € Mn(K), nazywamy macierzg odwracalng gdy istnieje
macierz B € M,(K ), taka, z¢ AcB=BoA=1,. W przeciwnym razie macierz A

bedziemy nazywali nieodwracalng.

11



WLASNOSCI MACIERZY

e mnozenie macierzy jest taczne, ale nie jest na 0got przemienne,
e dodawanie macierzy jest przemienne i faczne,

o jezeli ABeM,_ (K), CeM, (K)to (A+B)oC=AoC+BoC,

rxn

o jezeli AcM__(K), B,CeM, (K)to Ac(B+C)=AocB+AoC,

o jezeli AcM__(K), BeM, (K), @cK to a(AcB)=(aA)oB = Ao(aB),

o jezeli AeM, . (K),BeM, (K), aeK to a(A+B)=caA+aB,

o jezeli Ae M, (K), a,feK to a(BA) =(af)A,

e jezeli ABeM__(K), to (AT)' =A, (A+B)' =A" +B",

mxn

o jezeli AcM__(K), BeM,  (K),to (AoB)" =BT o AT,

o jezeli AeM__(K),aeK,t0 (cA) =a-A".

mxn

12



WYZNACZNIKI

DEFINICJA.7.1 Niech 4 € M,(K), n>1, i niech i, j beda liczbami naturalnymi nie
wigkszymi niz n. Symbolem A,; oznaczmy macierz kwadratowa stopnia Nn-1 powstatg

z macierzy A przez skreslenie k-tego wiersza oraz i-tej kolumny.

DEFINICJA.7.2 Wyznacznikiem nazywamy funkcje przyporzadkowujacg kazdej macierzy
A€ Mn( K), pewien eclement z ciata oznaczony symbolem det A i zdefiniowany

nastepujaco:

1. det[a;1]=aq1,
2. dlan>2 detA = Z{;l(—l)””anidet/lni )

METODA SARRUSA

Niech A € M,,( K), wtedy jezeli:

n=1 det [aﬂ] =a;,
a; a,
=2 det — _
n € |:a21 a22:| a1la'22 a12a21

a'll a12 a13
n=3 dEt aZl a22 a23 = alla22a33 + a12a23a31 + a'21a32a'l3 - a13a22a31 - a21a12a33 - a23a32all'
a31 a32 a’33

TWIERDZENIE. Jezeli macierz kwadratowa jest macierza diagonalng to jej wyznacznik jest

réwny iloczynowi wszystkich wyrazow gtownej przekatne;.

TWIERDZENIE. Jezeli macierz kwadratowa jest macierza trojkatng goérng (dolng) to jej

wyznacznik jest iloczynem wszystkich wyrazow gléwnej przekatne;.

TWIERDZENIE. Jezeli macierz A € M,(KK), to detA=detA". (transpozycja nie zmienia

wyznacznika).

13



A1 Q12 .. Qqn w;

Az1 Qdz2 ... ayp W,

TWIERDZENIE. Jezeli A = =" =Ky, Ky o, Kn] € Mp(K),n =2,

An1 Anz ... Qnn Wa
oraz istniejg k,l e{l, ..., n}, k=1 ia € K\{0} takie, ze W), = aW; lub K; = aK; to detA=0.

TWIERDZENIE. Pojedyncza transpozycja kolumn (wierszy) macierzy zmienia znak

wyznacznika tej macierzy na przeciwny.

TWIERDZENIE. Dodawanie jednej kolumny (wiersza) przemnozonej (przemnozonego) przez

skalar r6zny od zera do innej (innego) nie zmienia warto$ci wyznacznika.

TWIERDZENIE. Jezeli przemnozymy jedng kolumng¢ (jeden wiersz) macierzy A przez skalar

A to wyznacznik tak otrzymanej macierzy bedzie rowny: A Det A.

TWIERDZENIE. Kazda macierz kwadratowa stopnia n mozna za pomocg operacji

elementarnych na wierszach i kolumnach sprowadzi¢ do macierzy diagonalne;.

TWIERDZENIE. Kazda macierz kwadratowa stopnia n mozna za pomocg operacji

elementarnych na wierszach sprowadzi¢ do macierzy trojkatnej gornej.

TWIERDZENIE. Kazda macierz kwadratowa stopnia n mozna za pomocg operacji

elementarnych na kolumnach sprowadzi¢ do macierzy trojkatnej dolne;.

DEFINICJA.7.3 Niech A € M, (KK ), niech A;; bedzie macierza kwadratowa stopnia n-1
powstalg z macierzy A przez skreSlenie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny. Element z ciata

skalaréw postaci: M = (-1) "I Det A; nazywamy dopelnieniem algebraicznym elementu

a; W macierzy. A

Mll Mlj Mln
DEFINICJA.7.4 Macierz postaci A° =| M, - My - M, |, gdzie M; jest
My = My - M,

dopetnieniem algebraicznym elementu a; nazywamy macierzq dopelnieni algebraicznych

macierzy A.
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TWIERDZENIE (Laplace’a) Jezeli A € Mn( K ), n>2, My jest dopelieniem algebraicznym
elementu a; w macierzy A to:

1. Detd = 2?:1 astsj,

2. . DetA = 2‘1’}:1 aitMit.

TWIERDZENIE. Jezeli A,B € M_(K),to Det(AoB) = DetA-DetB.

DEFINICIJA.7.5 Macierz A € M, (K ) nazywamy macierza odwracalng jezeli istnicje
macierz A7 € M,(K) taka ze: AcA™' =A"toA=1, . Macierz A~ nazywamy
macierzq odwrotng (inwersem) macierzy A

WEASNOSCI MACIERZY ODWRACALNYCH

TWIERDZENIE. Jezeli 44,4, € Mn( K ), sa macierzami odwracalnymi to macierz A o A, jest

odwracalna i zachodzi wzor (A o A))*=A, "o A",

TWIERDZENIE. Macierz I,, jest odwracalnai I;* = I,,.

Symbolem GL (n,k) bedziemy oznaczaé zbidr wszystkich macierzy odwracalnych stopnia n
nad ciatem (K,+,-), . Para (GL (n,k),°) jest grupa (ale nie grupa przemienng). Elementem

neutralnym w tej grupie jest macierzr,,.

DEFINICJA.7.6. Macierz A € M, ( KK ) jest nieosobliwa jesli Det A= 0.
DEFINICJA.7.7. Macierz A € Mn( K ) jest macierzg osobliwg gdy Det A=0.

TWIERDZENIE. Macierz kwadratowa stopnia n o wyrazach z ciata (K, +,"), jest odwracalna

wtedy i tylko wtedy gdy jest nieosobliwa.

TWIERDZENIE. Macierz odwrotna do macierzy A wyraza sie wzorem: A™ =ﬁ(AD)T,
e

gdzie AP jest macierza dopelnien algebraicznych macierzy A.

Uwaga. Bez wyznacznikowa metoda znajdowania macierzy odwrotnej do danej polega na
wykonywaniu tych samych operacji elementarnych na wierszach macierzy wyjsciowe]j oraz

macierzy jednostkowej. Celem tych operacji jest sprowadzenie macierzy wyjsciowe] do
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macierzy jednostkowej. Macierz jednostkowa przechodzi wtedy na macierz odwrotng do danej

pierwotnie.

RZAD MACIERZY

DEFINICJA.7.8. Niech A € M,,(KK), oznaczmy przez r(A) liczbg liniowo niezaleznych
kolumn a przez r,(A) liczbe liniowo niezaleznych wierszy. Rzedem macierzy nazywamy

maksymalng liczbg liniowo niezaleznych kolumn, (wierszy).
TWIERDZENIE. Jezeli A € Mpym( K) to:
e 0<r, r,<min(m,n),

e (A=0<A=0

[m.n]"

e 1,(A=0<=A=0

[m,n]

TWIERDZENIE. Jezeli A € M, (K ), to
a) n(A)=n<detA=0
b) r,(A)=n<detA=0

TWIERDZENIE. Zamiana dwéch kolumn lub dwoch wierszy miejscami nie zmienia rz¢du

macierzy.

TWIERDZENIE. Dodanie do kolumny innej kolumny pomnozonej przez skalar r6zny od zera

nie zmienia rz¢du macierzy.

TWIERDZENIE. Dodanie do wiersza macierzy innego wiersza pomnozonego przez skalar rozny

od zera nie zmienia rz¢du macierzy.
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UKEADY ROWNAN LINIOWYCH

Uktad m réwnan liniowych o n niewiadomych ma postac:

a, X, +a,X, +..+a,,X, =b,

1n“*n

Ay X + 80X, +.+8,,X, =D,

(*) 2nn ’

A X, +a,,X, ..+ a,,X, =0,

DEFINICJA.8.1 Ukfad (*) nazywamy ukladem oznaczonym jezeli posiada doktadnie

jedno rozwigzanie, uktadem sprzecznym jezeli nie posiada rozwigzan lub ukladem

nieoznaczonym gdy ma wiecej niz jedno rozwigzanie.

Uktad rownan liniowych mozna przedstawi¢ w prostszej postaci stosujac zapis macierzowy.

W tym celu przyjmijmy ponizsze definicje:

ay 8 A,
. _ _ Ay 8y v Ay . .
DEFINICIA8.2. Macierz A=[a,] =|"% "2 7 "™  nazywa¢ bedziemy
a a a

ml mn

macierzq wspolczynnikow uktadu (*).

X

X
DEFINICJA.8.3. Macierz X = :2 nazywa¢ bedziemy macierzq niewiadomych

uktadu (*).

DEFINICJA.8.4 Macierz B=| | nazywa¢ bedziemy macierza wyrazéw wolnych

uktadu (*).

DEFINICJA.8.5. Posta¢: Ao X = Bnazywac bedziemy postacig macierzowq uktadu (*).
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Jezeli m=n macierz A jest macierzg kwadratowg stopnia n a uktad (*) jest uktadem n rownan

z n niewiadomymi

Jezeli A jest macierza nieosobliwa to istnieje macierz do niej odwrotna: A™. Mozemy wiec

obie strony ukladu rownan w postaci macierzowej Ao X =B ,,pomnozy¢” lewostronnie przez
A—l .
Ato(AoX)=A"0B.

Poniewaz skladanie macierzy jest dzialaniem lacznym i jak pamietamy A"1oA =1, to

rozwigzanie uktadu przyjmie postac:
X=A"-B
DEFINICJA.8.6. Jezeli det A= 0 uktad (*) nazywamy uktadem Cramera.

TWIERDZENIE (Cramera). Jesli wyznacznik det A macierzy wspotczynnikow uktadu
n réwnan liniowych o n niewiadomych jest ré6zny od zera, to uktad ten ma doktadnie jedno

rozwigzanie okreslone wzorami:

det A
X =
det A
_ detA,
(#) X, = det A ; gdzie det Aj, j=1,..,n sa wyznacznikami macierzy uzyskanych
. _detA,
" detA

z macierzy A przez zastgpienie w niej j-tej kolumny kolumng wyrazéw wolnych.

DEFINICJA.8.7 Wzory (#) nazywamy wzorami Cramera.

8 8, - &y,
] a a ..« a )
DEFINICJA88  Niech  A=[a,| =|"2 "2 7 ™= ; macierz
aml am2 amn
ay 8, - a,h
By 8y v Ay . . . . .
u=| . o : , powstalg z macierzy A przez dodanie do niej (n+1)-szej
aml amZ amn bm

kolumny ztozonej z wyrazéw wolnych nazywamy macierzq uzupetniong uktadu (*).
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TWIERDZENIE (Koneckera — Capelliego). Uktad m rownan liniowych o n niewiadomych ma
rozwigzanie wtedy i tylko wtedy gdy rzad macierzy wspotczynnikéw przy niewiadomych jest

réwny rzedowi macierzy uzupeknionej tego uktadu tzn.:
rz(A)=rzU).
TWIERDZENIE.

1. Jesli rz(A)=rz(U) =n (tj. rzad macierzy wspotczynnikow i uzupelnionej jest réwny liczbie

niewiadomych) to uktad (*) jest oznaczony (ma doktadnie jedno rozwigzanie).

2. Jesli rz(A)=rz(U) <n to uklad (*) jest nicoznaczony ( ma nieskonczenie wiele rozwigzan

w R)

3.jesli rz(A) #rz(U)touktad (*) jest sprzeczny (brak rozwigzan).

Jesli rz(A)=rz(U)=r <n uklad (*) jest rownowazny ukladowi r réwnan liniowych o n
niewiadomych, wsrdd ktérych mozna wybra¢ takie r niewiadomych, ktore beda niezalezne od

pozostatych n—r zmiennych uwazanych za parametry.
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Przyklady
1.
3X, + X, —2X, =6

X, —2X, +5X; =4
X, +X, +X; =6

3 1 -2
detA={1 -2 5 |=3-(=2)-1+11-(-2)+1-5:1-1-(-2)-(-2) -1-5-3-1-1-1=
1 1 1

=—6-2+5-4-15-1=-23#3,

6 1 -2
detA =|4 -2 5 [=6-(-2)-1+4-1-(-2)+1-5-8-8-(-2)-(-2)-1-5-6-4-1-1=
8 1 1

=-12-8+40-32-30—4 =46,

-2

det A, = 5 [=3.4-1+8-1-(-2) +6-5-1-1-4.(-2)-3-5-8-1-6-1=
1

R R oW
© A~ O

=12-16+30+8-120-6=-92,

3 1 6
detA=|1 -2 4|=3-(-2)-8+1-1-6+1-4-1-1-(-2)-6-1-4-3-1-1.8=
1 1 8

=-48+6+4+12-12-8=-46.

xlz_—;gzz, XZ:__Z:ZJ,:A' x, = 46
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X + 2%, + X, +X, =5
X, —2X%, + X, =3
3X, — X3 +2X, =4
2X, + X, +X, =6

3 2 1 1
. . 1 -2 0 1
Macierz wspotczynnikow: A = :
0 3 -1 2
2 7 0 2
3 2 1 1 5
: . 1 -2 0 1 3
macierz uzupetniona: U = ,
3 -1 2 4
2 7 0 2 6
5
. 3
macierz wyrazow wolnych B = 4
6
Obliczamy rzad macierzy wspotczynnikow:
3 2 1 1 3 5 0 3
3 5 3
1 -2 0 1jw+w, (1 -2 0 1
rz rz =1l+rzj1 -2 1
0 3 -1 2|=== |0 3 -1 2
2 7 2
2 7 0 2 2 7 0 2
Zauwazamy, ze K;=K3 wnioskujemy stad, ze rz(A) < 4.
Istnieje jednak niezerowy minor stopnia 3
3 2 1
M=l1 -2 0 |=3(2)-(-1)+1-3-1+2:0-0-1-(-2)-0-3-0-3-1-2-(-1) =6+3+2=11+0
0 3 -1
=rz(A)=3.
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Aby okresli¢ rzad macierzy uzupelnien U zauwazamy, ze czwarte rOwnanie jest kombinacjg

liniowg trzech pierwszych
W, =W, —W, +W, = rzU)=3.
Zatem uktad jest nieoznaczony; minor M przyjmujemy jako bazowy i uzyskujemy uktad
3X, +2X, + X, =5-X,
X, —2X, =3-X,
3X, —X; =4-2X,

Niewiadoma X, jest niewiadoma swobodna.

Rozwigzanie przy tym podziale na niewiadome swobodne i bazowe, uzyskane przy pomocy

wzorow Cramera ma postac:

. 5-x, 2 1 .
Xl:l_l 3-x, -2 0 =1—1[(5—x4)-(—2)-(—1)+(3—x4)-3-1—(4—2x4)-(—2)-1—
4-2x, 3 -1
—(3—x4)-2-(—1)]:1—11[10—2x4+9—3x4+8—4x4+6—2x4]:%:3—x4,
5-X,
xzzi 3-x, 0 :1—11[3-(3—x4)-(—1)+1-(4—2x4)-1—1-(5—x4)-(—1)]:
4-2x, -1
1
:1—1[—9+3x4+4—2x4+5—x4]:0,
1 2 5-X, L
x3=1—1 1 -2 3-x, =1—1[3-(—2)-(4—2x4)+1-3-(5—x4)—3-(3—x4)~3—1-2~(4—2x4)]=
0 3 4-2x,
:%1[—24+12x4+15—3x4—27+9x4—8+4x4]:#122x4:2x4—4,
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